
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ   ΣΤΑ   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ   ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
 
Θέµα Α 
 
Α1 Θεωρία 
Α2 Θεωρία 
Α3 Θεωρία 
Α4 α Σ,     β Σ,     γ→Λ,     δ→Λ,     ε Σ → → →
 
Θέµα Β 
 

Β1 22z 2 z 2z 2
z

+ = ⇔ − + = 0 , εποµένως 1z 1 i= − 2z 1 i= +  , 

Β2 ( ) ( ) ( ) ( )( )20102010 2010 20102010 2010
1 2z z 1 i 1 i 1 i i 1 i+ = − + + = − + − =  

       ( ) ( ) ( ) ( )2010 2010 2010 201020101 i i 1 i 1 i 1 i 0= − + − = − − − =  

Β3 w 4 3i 1 i 1 i w 4 3i 2− + = − − − ⇔ − + = , εποµένως οι εικόνες των µιγαδικών 

w ανήκουν σε κύκλο κέντρου 

 

w ανήκουν σε κύκλο κέντρου ( )K 4, 3−  και ακτίνας ρ 2= . 

Β4 ( ) ( )OK ρ w OK ρ 5 2 w 5 2 3 w 7− ≤ ≤ + ⇔ − ≤ ≤ + ⇔ ≤ ≤  

 ( ) ( )22OK 4 3 5= + − = . 
 
Θέµα Γ 
 

Γ1 f παραγωγίσιµη στο IR µε ( )
2

2 2

2x x x 1f x 2 2 0
x 1 x 1

+ +′ = + =
+ +

> , για κάθε IR  x∈

 Εποµένως f γνησίως αύξουσα στο IR 

Γ2 ( ) ( ) ( )22 42x 2 3x 2 ln 3x 2 1 ln x 1⎡ ⎤− − = − + − +⎣ ⎦ ⇔  

 ( ) ( ) ( )22 42x ln x 1 2 3x 2 ln 3x 2 1⎡ ⎤⇔ + + = − + − + ⇔⎣ ⎦  

   ( ) ( )
1 1

2 2 2f x f 3x 2 x 3x 2 x 3x 2 0
−

⇔ = − ⇔ = − ⇔ − + =

 εποµένως  ή . x 1= x 2=

Γ3  παραγωγίσιµη στο IR µε f ′ ( )
( ) ( )
2 2

2 22 2

x 1 2x 1 x2

2 2
x 1 x 1

+ − −′′ = =
+ +

f x  

 
Η f έχει σηµεία καµπής τα  
( )A 1, 2 ln 2− − + , ( )B 1,2 ln 2+  

 
 

 Εφαπτοµένη στο Α ( )1ε : y x 1 ln 2= − + , η εφαπτοµένη στο Β 

( )2ε : y 3x 1 ln 2= − +  που τέµνονται στο ( )Γ 0, 1 ln 2 yy΄− + ∈  
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Γ4 ( ) ( )
1 4 3 21 12 2

21 1
1

1 1 x xI x f x dx x f x
2 2 x− −

−

′ + +⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥ +⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ ∫
x dx

1
 

 Με διαίρεση πολυωνύµων ή µε τέχνασµα οδηγούµε στο 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 21
1 1 12 2

2 21 1
1

x 1 x x x x 11 1I x f x dx 2 x x dx dx
2 x 1 2 x− − −

−

′+ + − +⎡ ⎤= − = − + +⎢ ⎥ + +⎣ ⎦ ∫ ∫ ∫ 1 1
=  

   ( )
13 2 12

1
1

x x 12 ln x
3 2 2 −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

41
3

= − . 

 
Θέµα ∆ 
 

∆1 f συνεχής στο IR άρα 
( )

t
f t t−

 συνεχής στο IR και 0, x∈IR εποµένως 

( )
x

0

t dt
f t t−∫  παραγωγίσιµη στο IR και x 3+  παραγωγίσιµη στο IR άρα f 

παραγωγίσιµη στο IR µε ( ) ( )
( )

( )
f xxf x 1

f x x f x x
′ = + =

− −
. 

∆2 f παραγωγίσιµη στο IR  τότε g παραγωγίσιµη στο f παραγωγίσιµη στο IR ως 
πράξεις παραγωγίσιµων µε  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x 2f x f x 2f x 2xf x′ ′ ′= − − =
( )

( ) ( ) ( )
( )

22f x 2xf x
2f x 0

f x x f x x
− − =

− −
 

 Εποµένως η συνάρτηση g είναι σταθερή στο IR 
∆3 Υπάρχει IR  ώστε c∈ ( )g x c=  και ( )g 0 9 c 9= ⇔ = , εποµένως 

( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2g x 9 f x 2xf x x 9 x f x x 9 x= ⇔ − + = + ⇔ − = + 2 (1) 

 Η ( ) ( )φ x f x x= − ≠ 0  και φ συνεχής στο IR εποµένως η φ διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο στο IR και επειδή ( )φ 0 3 0= > , τότε ( )φ x > 0 , για κάθε IR x∈

 Εποµένως (1) ( ) ( )2 2f x x x 9 f x x x 9− = + ⇔ = + + . 

∆4 Έστω  που είναι παραγωγίσιµη στο 

IR  µε 

( ) ( ) ( ) ( )
x 1 x 1 x

x 0 0
h x f t dt f t dt f t dt

+ +
= = −∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )h x . f x 1 f x′ = + −

 Αλλά ( )
2

2 2

x x 9 xf x 1 0
x 9 x 9

+ +′ = + = >
+ +

, άρα f γν. αύξουσα στο IR  

 (γιατί: 2 2x 9 x x+ > = ≥ 0 ) 

 Εποµένως ( ) ( ) ( )f x 1 f x h x 0′+ > ⇔ > , δηλ. h γν. αύξουσα στο IR  οπότε 

._ ( ) ( ) ( ) ( )
x 1 x 2

x x 1
h x h x 1 f t dt f t dt

+ +

+
< + ⇔ <∫ ∫

ΞΑΝΘΟΥ 7 & 25ΗΣ ΜΑΡΤΙΟΥ         ΑΙΓΑΛΕΩ          ΤΗΛ: 2105900444     e-mail: info@politropo.gr 
 

ΗΡΩΩΝ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟΥ 79    ∆ΑΣΟΣ ΧΑΪ∆ΑΡΙΟΥ    ΤΗΛ: 2105325333     e-mail: dasos@politropo.gr 


